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Résumé. La mathématique peut étre vue comme une pratique, une pratique ludique : un jeu de preuve. Chaque jeu
comporte des actes possibles (les “coups” du jeu) ainsi que des régles régissant ces actes (quel‘s coup-s peut-on
jouer dans telle situation). Au travers de ce prisme ludique, quelles sont alors /es régles de la mathématique ? et
surtout LES ACTES ? Nous présentons un manuel de ce jeu, collant & 1’usage — c’est-a-dire au sens —, et dont les
quatre actes seront au cceur de 1’exposé. Ce manuel se veut un cadre clair et simple dans lequel effectuer proprement
toutes les maths du lycée (et au-dela), une sorte de “grammaire” sous-jacente a I’activité mathématique. Il vise les
enseignantes, et a travers elles nos étudiantes, proposant a toutes un “modele” pour développer leur discours
mathématique, ainsi qu’un guide les tenant a I’écart de :

I - les affirmations sans preuve ; II — les symboles dénués de sens.

Mots-clés. Jeu, preuve, assistant, rédaction, grammaire, actes, régles, convivialité, évocation, généralité V,
existence 3, implication =, tautologie, YALEP

Abstract. Mathematics can be seen as a practice, a playful practice: a proof game. Every game comes with a set of
acts (the “moves” of the game) and a set of rules which rule these acts (what moves are allowed in such or such
situation). When mathematics is seen through this playful prism, what, then, are its rules? And above all, I7S ACTS?
We present a handbook for this game, sticking to custom — i. e. meaning —, and whose four acts will be at the heart
of the presentation. It provides a clear and simple framework within which to carry out all secondary school (and
beyond) mathematics properly, a “grammar” of a sort underlying mathematical practice. It is aimed at teachers, and
through them our students, offering everyone a “model” for developing their mathematical discourse, as well as a
guide to steer them away from:

i — affirming without proof ; il — using meaningless symbols.
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conditional =, tautology, YALEP
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Introduction

De notre expérience, les errements des étudiantes se regroupent en deux axes :

1 : les affirmations non prouvées, qu’elles soient bancales, péremptoires, timides, lunaires... ;
I1 : les symboles “errants”, sans “acte de naissance”, qui veulent tout et surtout RIEN dire.

Il est normal d’y patauger en phase de recherche/brouillon/exploration (I’autrice de ces lignes le
fait encore). En revanche, en phase finale de rédaction, ces axes ne pardonnent pas : s’y
aventurer assurera un coup fatal d’une correctrice exigeante.

La bonne chose, c’est que traquer le moindre empiétement sur ces axes affine considérablement
sa pensée mathématique. A cet égard, s’exercer sur autrui (paires, enseignantes...) est une bonne
école — pour peu que cela soit fait de fagon bienveillante, voire coopérative.

Nous allons formuler deux commandements de la pratique mathématique (cf- § 3.2 et 4.3) visant
a prémunir nos étudiantes des errements sus-cités, lesquels se ramenent en définitive aux
concepts logiques d’implication =, de généralité ¥ et d’existence 3, la formulation « soit € > 0 »
étant particulierement problématique. Le suivi de ces commandements s’appuiera sur la
“grammaire” d’un jeu de preuve dont nous allons exposer un manuel possible des regles, simple
et collant a I’usage. Synthétisé au § 2.2, ce manuel mettra en son cceur les trois concepts épineux
mentionnés ci-dessus ainsi que ce « soit » difficultueux.

— La lectrice voudra bien garder fermement a I’esprit que les deux axes ci-dessus concernent :
axe I —les ENONCES, axe Il —les OBJETS. Ces deux catégories grammaticales, au sens de la
grammaire de notre jeu de preuve, irriguent en effet tout notre exposé.

— Notre démarche sera d’amener la lectrice a rencontrer le plus naturellement possible chacune
des actes et reégles mises au jour, en partant d’un résultat ¢lémentaire les mettant toutes en jeu
(§ 1.4). La nouvelle-venue sera certainement L’EVOCATION, acte correspondant a I’expression
« soit o un objet... ». Les étapes de ce parcours appelleront des développements idoines, chacun
venant en temps voulu.

Se placant au niveau des ENONCES, les parties 2 et 3 saisiront [ ’architecture des preuves, par les
actes et reégles élémentaires les structurant, posant le décor pour énoncer notre I commandement
(§ 3.2). Le cas des axiomes est entierement mis a nu (§ 3.3 et 3.4), du moins autant que le
requiert la pleine compréhension du I* commandement. Ce dernier peut alors ramasser a
posteriori le contenu de ces deux parties.

Dans un second temps, en contrepoint de la définition (I’acte définir), la partie 4 scrutera [’ADN
des termes — ¢’est-a-dire des noms d’OBJETS — utilisés dans les preuves, désossant ainsi comple-
tement les énoncés & prédicats y apparaissant. Il en ressortira une typologie des symboles
d’objets (§ 4.2) qui pourra dérouter la lectrice habituée a la notion de “variable” (§ 5.2). Cette
typologie apportera cependant pleine clarté et concision a notre 11 commandement (§ 5.3).

— Une derni¢re remarque, afin que 1’angle de notre approche soit limpide. Une littérature
considérable traite dé¢ja de la seule implication (voir par ex. Durand-Guerrier, V. & Mesnil, Z.
(2021)) et y aborde des aspects que nos deux-trois régles simples ne sauraient évidemment
saisir — ce n’est au demeurant pas leur objet. Nous ne cherchons pas a décrire la complexité de la
pratique mathématique pour elle-méme et dans toute sa richesse, comme nous décririons une
personne dans toute son individualité et son humanité, nous ne cherchons pas non plus a
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dissoudre cette complexité (ce serait la nier) ni a la mythifier par des croyances ou des dogmes
qui ne sauraient AUCUNEMENT concerner nos étudiantes (surtout si ces dogmes sont implicites),
mais a dégager au-dela de la subtilité de sa chair quelque ossature, quelques lignes de forces
simples, minimales, unifiantes — oserons-nous dire mathématiques ?

Le conditionnel en frangais s’obtient en concaténant le radical du futur avec la terminaison de
I’imparfait : c’est la une remarque d’une pertinence pédagogique stupéfiante. Cela n’empéchera
pas d’entendre des « si tu aurais ». Considérer en musique classique, via I’harmonie négative,
cadences parfaites et plagales comme images ['une de 1’autre par une réflexion est une vision
d’une rare élégance : savons-nous pour autant mieux composer ? Des theéses sur la riche
historicité et I’organicité de ces cadences nous le permettraient-elles ?

Donner quelques regles de grammaire n’a certes jamais créé d’écrivaines. Nous avons cependant
la faiblesse de croire qu’en priver nos étudiantes serait dommage vu la simplicité, 1'utilité et la
naturalité de ces regles, leur sens serrant d’aussi prés que possible ['usage et la langue.
Développer 1I’émerveillement et la créativité serait une tout autre histoire, aussi essentielle qu’en
dehors des ambitions du présent article.

1. Préliminaires

1.1. Conventions linguistiques

Les guillemets double-chevrons « » seront utilisés pour citer ou pour ouvrir une parole, ceux en
ubles- Versé ur si u i is év ur, u
doubles-apostrophes (renversées) “” pour signaler un terme impropre mais €évocateur, une

“facon de parler”.

Les mises en emphase seront indiquées par [ italique, LES PETITES MAJUSCULES ou le gras (dans
un contexte de police droite, par ordre croissant, avec cumul possible). En particulier, les termes
proprement définis seront toujours en emphase grasse.

Nous genrerons par défaut au féminin.

1.2. Que vient faire « la grammaire » en mathématique ?

Par « grammaire » nous entendons une “photographie” a un instant donné des pratiques d’une
langue —ici: le discours mathématique. Une grammaire a donc un role fondamentalement
descriptif et DOIT se fonder dans /'usage. Elle comporte cependant également un aspect normatif
a travers les schémas unifiants qu’elle dégage, aspect devant servir [’apprentissage de ladite
langue. Une grammaire n’est donc — selon ce point de vue — qu’un outil, devant évoluer avec son
temps.

Son aspect « convivial », nous I’entendons au sens de La convivialité d’Ivan ILLICH (cf. Illich, I.
(1973)) : plaisante d’utilisation, appropriable par chacune d’entre nous, développant et renforcant
notre autonomie.

Notre proposition est ainsi éminemment /udique (on va jouer a prouver) et contextuelle (si notre
manuel des régles du jeu ne convient plus passé un certain stade, que 1’on s’en débarrasse !). De
notre expérience, elle remplit son role au moins jusqu’au Master 1 et I’ Agrégation.

— Concernant le lycée, un collegue du lycée Pierre-D’AILLY de Compicegne (Philippe LE
MOULT) a décliné notre manuel de jeu et I’a « testé en milieu d’année [22-23] avec une classe de
Terminale Option Maths Expertes (18 ¢€leves) avec une réelle amélioration de la rédaction chez
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les bons éleéves. » (communication personnelle). Ses cinq exemples étaient la transitivité de la
divisibilité¢ dans Z, I’infinitude des nombres premiers, la nullit¢ d’un complexe dont le module
est majoré par chaque réel > 0, la parité d’un entier dont le carré est pair, enfin la sous-additivité
de I’application |sin|.

Nous avons pour notre part présenté notre approche au laboratoire de maths du lycée Pierre-
D’AILLY, aux associations étudiantes MathrixP7 et InfoP7 de I’Université Paris-Diderot, ainsi
que lors des journées de ’APMEP 23 dans un atelier éponyme (cf. Autrice (2023)). Deux
présentations adressées aux classes préparatoires, en mai et octobre 22, ont été 1’occasion de
développer ces notions en détail, avec exemples et exercices.

Par ailleurs, un collégue logicien de I’'IREM de Paris (Benoit MARIOU) nous a signalé fin juin 25
une présentation de I’environnement YALEP a destination des lycéennes (cf. Gonnord, L.,
Narboux, J. & Tran-Minh, F. (2025)). Son langage déclaratif naturel et le petit nombre de ses
¢léments syntaxiques rejoignent pleinement notre démarche. En particulier, le fait de demander,
a partir d’une existence « il y a un objet vérifiant... », a obtenir un tel objet est I’exact pendant de
ce que nous hommerons une évocation spéciale (« soit un tel objet ») et que nous pensons étre, a
destination de nos étudiantes, une clarification majeure du discours mathématique.

1.3. De quel « jeu » parle-t-on ? Le sens EST ’usage

« Une signification d’un mot est un mode d’emploi du mot.
Car elle est ce que nous apprenons lorsque le mot est incorporé dans notre langage. »

Ludwig WITTGENSTEIN, De la certitude (aphorisme 61)
Prenons I’exemple du jeu d’échecs et retenons-en les aspects suivants :

» un ESPACE de jeu, physique (échiquier en bois) ou virtuel (jeu mental “a ’aveugle”, en
ligne...) ;

» des PIECES du jeu évoluant dans ’espace de jeu (pions, cavaliers, dames...) et pouvant y
rentrer comme en sortir (cas de prise ou de promotion) ;

» des SITUATIONS INITIALES du jeu, disposant les pieces dans 1’espace : début standard, avec/sans
handicap, extrait d’une partie a tel coup, études... ;

» des REGLES du jeu régissant 1’évolution des pieces dans ’espace : déplacement, disparition,
apparition, coups interdits (laisser son roi en prise), voire arrét du jeu (mat...) ;

» une AGENTE du jeu, qui va agir sur les pieces du jeu en appliquant telle ou telle régle (cette
agente peut étre choisie par les joueuses, étre tour a tour I'une ET I’autre de ces derniéres, ou
encore consister en un programme informatique...).

Ces cinq aspects constitueront notre acception d’un jeu dans cet article.

— Observer que les noms donnés aux piéces ou aux régles sont motivées par des considérations
linguistiques. La prise d’un roi dans une société patriarcale, par exemple, signe 1’arrét de mort du
régne concerné et motive les régles relatives a la prise de la piéce appelée « roi ». De méme, le
cavalier vient implicitement avec sa monture censée pouvoir franchir des obstacles, ce qui
motive la régle de déplacement de la piéce appelée « cavalier ».

A y réfléchir cependant de plus prés, il ne faut pas chercher davantage de signification au terme
« cavalier » que celui explorable par les régles le concernant : « un mot peut étre 1égitimement
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employé¢ en faisant voir que les circonstances existent ou je puis ’employer conformément a sa
signification. Et ceci pour I’excellente raison que sa signification est en définitive fixée par les
modalités de son emploi. C’est parce qu'on [’emploie comme on [’emploie qu’il a la signification
qu’ila ! ».

Ces propos de Ferdinand GONSETH (cf- Gonseth, F. (1936, p. 21-22)) nous rappellent le danger a
chercher du sens ou il n’y en a pas, a croire — pour revenir a notre jeu de preuve — que “les regles
de la logique” auraient un sens prédéterming, gravé depuis toujours et a jamais dans les tables de
la loi platonicienne. Si chaque enseignante reste libre d’y croire, nos étudiantes n’ont pas a faire
les frais de nos croyances et nous aurons une tout autre approche :

nous proposons de voir la mathématique sous l’angle d’'un JEU DE LANGAGE,
le sens des termes de ce langage étant LEUR USAGE MEME suivant les régles dudit jeu.

1.4. Mise en scene : preuve d’un résultat élémentaire

Le caractére 7K [éi] comporte les huit tracés élémentaires de la calligraphie : son étude développe
une adaptabilité précieuse pour tracer la plupart des caracteéres que la calligraphe rencontrera. Ce
sinogramme renferme ainsi a lui-seul une mine d’enseignements dans le domaine concerné.

De fagon analogue, nous allons présenter une rédaction d’une preuve d’un résultat élémentaire,
rédaction qui mettra naturellement au jour les quatre ACTES fondamentaux du jeu de preuve ainsi
que les six REGLES de ce jeu. Ces régles iront par deux, chaque paire correspondant d’une part a
un acte de notre jeu d’autre part a I’un des trois concepts logiques

implication = «pas de... sans... »
genéralité \vd « pour chaque »
existence 3 «ilyawn,

lesquels sont autant de difficultés pour nos étudiantes. Cette mise au jour naturelle n’est qu’une
des vertus de cet énoncé élémentaire et devrait suffire & motiver notre lectrice.

Voici ledit vertueux énoncé :
une suite est constante ssi chacun de ses termes égale le terme suivant.

La lectrice saura — nous lui faisons confiance — prendre quelques instants pour se convaincre de
I’“évidence” de cet énoncé (lequel équivaut en fait au principe de récurrence). L’esprit dégagé,
elle pourra alors se concentrer pleinement sur LA REDACTION de la preuve suivante.

Afin toutefois de lui prévenir quelque déroute ou géne concernant les notations utilisées, nous
pensons utile de lui préciser que ces notations visent a évoquer le champ lexical de [’objet
dénoté. Nous noterons par exemple s pour un suite,¢c ou C pour un complexe, une suite
complexe ou une constante, £ pour une €galité ou un énoncé, P pour un prédicat, n ou a pour un
nombre (en grec arithmos) ou un entier naturel, v pour un vecteur, m pour un symbole muet...
Par ailleurs, I’utilisation de contenants vides comme 0 ou < dans les généralités ou définitions
vise a rappeler que ces vides sont destinés a étre remplis, que ces symboles muets sont en attente
d’étre instanciés, ¢ad ont pour vocation d’étre remplacés. (C’est bien le propre d’une généralité
que de se spécialiser en autant de cas singuliers, spéciaux.)
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— Nous nous restreindrons pour le lycée au cas des suites numériques, disons complexes pour
fixer un cadre suffisamment général. 11 s’agit ainsi d’établir la généralité (ou les équivalences)

VeceC, [ACeC,VneEN, ¢,=C]e[VnEN, co=cu+1 ]
Soit donc s € CN et montrons par double-implication 1’équivalence
dCeC,VneN, 5,=C © VY a€eN, s, =54+1

(inutile ici de démarquer les deux membres de 1’équivalence — le frangais nous DIT qu’il s'agit
d’une équivalence).

Supposons 1’existence de gauche et soit C un tel complexe: on a alors les
égalités VOeEN, s, = C. Prouvons les égalités de droite VaeN, s,=s41. Soit donc o € N et
¢établissons 1’égalité s, = s.1 : pour cela, remplacons dans 1’hypothese-généralité o par a puis
par a + 1, ce qui donne les égalités s, = C = s, (on a utilisé les symétricité et transitivité de la
relation d’égalité =).

Supposons les égalités VOEN, s; = 541 et montrons I’existence ACEC, VneN, s,= C.

Comment trouver un tel C ? Micro-analyse : soit un tel C, spécialiser en 0 I’hypothéese
donne 1’égalité s, = C. Pas le choix ! Notons donc C := s, et prouvons les égalités VreN, s, = C,
ce qui livrera I’existence voulue.

Pour chaque objet©, abrégeons Eo [I’égalité so =C. Etablissons alors les
égalités VneN, E, par récurrence, ¢ad montrons 1’égalité Ey, et les implications VaEN, E,
= Ea+1.

L’¢égalité E, est so = C (par définition des Es), ¢cad so = so (par définition de C), ce que ’on
a par réflexivité de 1’égalité =.

Soit enfin a €N tel que E, et montrons 1’égalité E,.;. Remplacer o «— a dans
I’hypothese-égalités du tout début donne I'égalité s, = s.+1. Or I’hypothése E, (“de récurrence”)
dit s, = C, d’ou I’égalité 5.1 = C, laquelle est E,-1, ce qu’il fallait démontrer.

— La lectrice est invitée a repérer dans la preuve ci-dessus :
» les affirmations, repérables par un « on a », mais aussi cachées ailleurs ;
P les suppositions, ¢galement cachées dans certains « soit » ou dans un « tel que » ;

P les « soit » (hors supposition), a qui il semble manquer un nom pour I’acte associé.

2. Actes et régles du jeu de preuve

2.1. Les quatre ACTES du jeu de preuve : AFFIRMER, SUPPOSER, EVOQUER (X2)

Au contraire de I’affirmation et de la supposition, 1’acte formulé par un « soit » n’a a notre
connaissance jamais recu de nom. Vu son importance et les difficultés attenantes pour nos
¢tudiantes, nous franchirons le pas et I’appellerons une évocation, au sens de [’acte d’évoquer.

Le verbe évoquer est ici pris suivant la premicre acception du CNRTL : « Appeler, faire
apparaitre par la magie » (les sens mentionner et rappeter sont exclus), par analogie avec la
magie du décret biblique « Que la lumiere soit ! ». On peut en effet penser le « soit » comme un
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ordre ('impératif du verbe étre, et non un subjonctif), I’objet évoqué se mettant ainsi a étre suite
a son “apparition magique” commandée par ledit impératif : nous pouvons alors en disposer
comme de n’importe quel autre objet.

La pensée précédente ne saurait étre prise au mot : AUCUNE croyance d’ordre biblique ne saurait
bien évidemment entrer en jeu ! Elle espére simplement donner une image accompagnant tant la
langue que notre intuition, afin de motiver la terminologie.

Notre colleégue Philippe LE MOULT propose le vocabulaire moins mystique de commande, au
sens de commander une pizza, rappelant que I’objet commandé échappe complétement a notre
contrdle (selon qui cuisine, avec quoi, dans quelles conditions...) et est quelconque en ce sens.
L’unique contrdle, le seul ACTE en notre pouvoir est de passer commande ou non. A chacune
d’apprécier cette variante et ses motivations ; nous garderons pour notre part le champ lexical de
I’évocation.

— La lectrice voudra bien observer dans la preuve précédente DEUX usages de I’évocation. Cette
derni¢re peut PRECEDER une généralité et viser a 1’établir : nous la qualifierons dans ce cas de
générale, I’objet évoqué pouvant alors étre pensé “quelconque”, ¢ad sans particularité aucune,
aussi général que possible.

Une remarque importante: les trois qualifications précédentes (« quelconque », « sans
particularit¢ aucune » et « général ») N’ont PAS vocation a étre définies proprement mais
seulement a guider notre intuition, a nous aider a saisir le concept en jeu. Dispensables du point
de vue de la rigueur, ces “guides intuitifs” nous paraissent essentiels du point de vue
psychologique, pédagogique.

Second usage, procédant en sens contraire : une évocation peut SUIVRE une existence et nous
b

livrer un objet vérifiant la propriété énoncée dans ladite existence. Une telle évocation sera

qualifiée de spéciale, 1’objet évoqué pouvant étre pens€ cette fois non pas général mais

particulier, spécial. (Nous aurions a ce titre tout aussi bien pu choisir de parler d’« évocations

particulieres », ¢’elt été juste plus long. L’expression « évocation existentielle », rappelant le

type d’énoncé auquel ladite évocation est liée, nous parait également plus longue et trop lourde.)

— Les quatre actes obtenus peuvent alors étre vus selon deux angles, comme ’on classerait les
quatre dessins Om/A A selon leur forme et couleur :

P ce sur quoi porte un tel acte : objets ou bien énoncés (cf. axes I et I de I’introduction) ;

» la “gratuité” ou non dudit acte, ¢ad est-ce qu’il a des conditions de réalisation —la
supposition et 1’évocation générale n’en ont aucune, au contraire de 1’affirmation et de
I’évocation spéciale (qui doivent étre précédées resp. d’une preuve ou d’une existence).

N énoncés objets
formulation : “gratuit” « supposons » « soit »
“payant” «onan» « soit... tel que »

Ne pas compléter le pied de page

8



N\ porte sur énoncés objets
nom de I’acte : libre supposition | évocation générale
contraint affirmation | évocation spéciale

2.2. Les six REGLES du jeu de preuve : 2 régles (utiliser/établir) x 3 symboles (= V¥ 3)

Inspirés par la logique naturelle, laquelle décrit les régles du jeu déductif légitimant
I’introduction ou 1’¢limination des différents connecteurs logiques (par exemple « de 4 et de B
pouvoir déduire la conjonction A & B »), nous pouvons regarder DANS L’USAGE comment sont
introduits les symboles d’implication =, de généralité ¥V et d’existence 3, et comment ils sont
utilisés, exploités.

Insistons lourdement : I’adverbe « comment » renvoie bien a une facon ou maniere de FAIRE, ¢ad
a L’USAGE, et non a une prétendue raison justifiant de sa hauteur écrasante un insensé pourquoi.
Nous partons donc de /'observation, afin de formuler une grammaire descriptive qui sera dans un
second temps prescriptive, normative.

— Concernant le symbole = d’implication, il s’utilise par ’archétype méme du raisonnement
(appelé modus ponens) : si la prémisse d’une implication valide se trouve vérifiée, il en sera
alors de méme de sa conclusion. Son introduction est quant a elle intimement reliée a 1’acte
supposer : établir une implication P = Q revient en effet a supposer la prémisse P (ce que [’on
s autorisera toujours a faire) puis, dans ce contexte (ou [’on pourra affirmer la prémisse P
supposée) a établir la conclusion Q. Et, a y réfléchir, il n’y pas d’autre régles du jeu gouvernant
I’implication ou la supposition! Les deux régles précédentes — utilisation et intro-
duction — CONSTITUENT donc leur usage, ¢ad leur signification. (Noter au passage que les deux
régles entre parentheses régissent la supposition).

Pour le symbole V' de généralité, le propre d’une généralité est (nous I’avons déja dit?) de se
spécialiser en autant de cas spéciaux : c’est ainsi qu’on [’utilise, d’ou sa regle d’élimination.
Quant a son introduction, ¢ad a savoir comment établir une généralité, disons de la
forme Vx, P,, cela revient, ayant évoqué un objet o (ce qui sera toujours légitime), a prouver
[’énoncé P,. La généralité est donc intimement liée a 1’évocation générale et, encore une fois, les

régles qui précedent ramassent leur entiére signification.

Venons-en au symbole d’existence 3, le plus délicat. Une manicre incontestable d’établir une
existence, mettons de la forme x, P, est d’exhiber un témoin, ¢ad de “construire” un objet ¢
vérifiant I’énoncé P,. Comment a présent utiliser I’existence précédente ? Nous avons préparé le
terrain : en évoquant un objet o tel que P,, avec la possibilité ultérieure d’affirmer 1’énoncé P,
(possibilité traduisant simplement le sens de « tel que »). L’existence s’entreméle ainsi avec
I’évocation spéciale, les régles précédentes livrant la plénitude de leur sens.

— La lectrice résumera d’elle-méme :

» deux regles pour chacun des trois couples

2 ¢f. § 1.4 juste avant la formulation symbolique de notre énoncé vertueux (p. 6, bas)
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implication & supposition,
généralité¢ & évocation générale,
existence & évocation spéciale ;
» deux regles collant au sens de « supposons » et de « tel que », pour utiliser les hypotheses ;
» deux regles traduisant notre liberté de supposer et d’“évoquer-généralement”.

A nos yeux, les six premiéres régles sont essence du jeu de preuve et sont a présenter au plus
vite a nos étudiantes afin de démystifier les trois symboles =, ¥ et 3. Nulle charge
métaphysique, nulle croyance platonicienne ou autre dogme implicite a ingérer ou deviner ;
simplement UN USAGE BIEN REGLE, ¢ad DES REGLES COLLANT A L USAGE.

(Les quatre autres regles ne sont qu’une explicitation, en termes du langage de notre jeu de
preuve, d’implicites LANGAGIERS qui semblent généralement bien intégrés. Il n’est d’ailleurs pas
exclu que nous en ayons raté.)

— Récapitulons les quatre actes et les régles du jeu de preuve sus-présentées :

cf. tableau récap ANNEXE

Seéns = usage

— Une derniére précaution quant au « tel que ».

Quand nous disons, par exemple dans une récurrence, « soit # un naturel tel que E,, montrons
alors 1’énoncé E,.; », méme si nous décelons la forme « soit... tel que» d’une évocation
spéciale, le contexte exclut sans appel cette derniere. Nous pouvons en effet reformuler nos dits
en « soit n un naturel, SUPPOSONS 1’énoncé E, et montrons celui £,:; », ce qui tombe dans le
cadre d’une évocation GENERALE suivie d’une supposition. A ce titre, la premiére évocation
« soit n un naturel » pourrait déja se reformuler en « soit » un objet SUPPOSE naturel » et tomber
dans le méme cadre.

Cette ambigiiit¢ du « tel que » est trés courante et nous devions la signaler. Méme si le contexte
suffit quasiment toujours a la lever quand 1’on /if un « tel que », il est plus délicat quand 1’on
écrit un « tel que » de soigner son contexte... A bonne entendeuse.

2.3. Avec QUOI joue-t-on au juste ?

Notre jeu semble jouer avec des ENONCES (en affirmant et supposant) ainsi qu’avec des OBJETS
(via les évocations). La reégle du modus ponens semble exemplaire a cet égard (lorsque formulée
en: «d’un énoncé E et d’une implication £ = F pouvoir déduire 1’énoncé F' »), tout comme la
possibilité de supposer ou d’“évoquer-en-général” librement.

Tel est le guide intuitif que nous souhaitons transmettre.
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— A y regarder cependant de plus prés, chaque énoncé de notre jeu est toujours couplé a un
acte : affirmer ou supposer. Une illusion nait alors avec 1’habitude de confondre d’une part
"affirmation d’un énoncé avec l’énoncé lui-méme, d’autre part, la supposition d’un énoncé avec
la régle permettant ladite supposition. 11 en va de méme pour les objets, dont /’évocation
générale peut aisément étre confondue avec la regle [’autorisant sans condition. Total, une
“piece” du jeu est un couplage d’un énoncé ou objet avec un acte, et nos “coups” du jeu — ¢ad
nos actes effectués par application d’une regle du jeu —n’ont pas lieu au méme niveau que les
quatre actes que nous avons introduits. En d’autres termes : notre action ludique, parfaitement
réglée, N'est PAS celle de notre guide intuitif.

I1 est pourtant simple de “préserver” ce guide en le “plongeant” dans notre jeu :
au lieu de dire plus haut « confondre », il suffit de dire « IDENTIFIER ».

Nous sommes dans une situation analogue quand nous partons d’un ensemble N intuitif, ou nous
sommes a |’aise, puis quand nous construisons un Z de fagon moins naturelle, dans lequel nous
souhaitons retrouver notre N avec toute la structure de nos intuitions. Le moyen tout indiqué est
de mettre au jour une injection qui respecte ladite structure, une telle injection s’appelant un
plongement. (Méme chose pour “voir” chaque réel comme un polyndme a coefficients réels : on
plonge I’algebre R dans celle R[X].)

— 11 nous parait dans un premier temps inutile d’attirer ’attention des étudiantes sur ce point,
notre propos restant avant tout de les éveiller a leur ACTION sur les énoncés et objets. En
revanche, a nous enseignantes de [’avoir clairement a [’esprit.

3. Commentaires

3.1. Portées et cadres

Le tableau récapitulatif comporte encadrant littéralement les suppositions et les
évocations générales. Ces cadres délimitent les portées desdits actes, ¢ad [’ “espace” jusqu’ou
portent leurs effets, a I’instar de guillemets « » délimitant des propos rapportés.

En guise d’illustration, empruntons a la musique classique européenne ou une altération hors
armure va altérer les notes de méme position jusqu’a la fin de la mesure ou elle apparait : passée
ladite mesure, les notes concernées seront lues “au naturel”, sans I’altération précédente — a
moins bien slr d’une redite explicite. En ce sens, /a portée de 1’altération est tout le reste de la
mesure ou elle apparait.

De méme, une pratique saine est de considérer qu’une supposition actée par un « si » va prendre
fin avec la phrase contenant ce « si». Souhaiterions-nous faire durer plus longuement ladite
supposition, il suffirait de I’introduire par un « supposons », la structure de la rédaction et le
contexte devant permettre de deviner clairement ou ladite supposition prend fin. Il peut alors
aider de visualiser un cadre s’ouvrant avec l’acte supposer et se fermant juste avant son
¢limination, ¢ad par I’introduction d’une implication :

Supposons la prémisse P. /... raisonnement...] On a la conclusion Q.‘
On a alors I’implication P = Q.

Ce cadre joue le role d’un “garde-fou” en délimitant clairement le “sous-espace de jeu” ou 1’on
pourra affirmer la prémisse P.
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De facon analogue, quand 1’on affirme
« on a pour chaque réel » la positivité 7> >0 »,

le sens du symbole muet » “prend vie” avec le mutificateur® « pour chaque » et “meurt” a la fin
de la portée de ce dernier, a savoir a la fin de la proposition. Si nous désirions “prolonger sa
vie”, il suffirait d’acter une évocation générale, par exemple en disant

« soit » un réel, on a alors la minoration 72 >0 »,

la structure de la rédaction et le contexte devant encore une fois permettre de cerner la portée de
ladite évocation — probablement 1’affirmation d’une généralité :

‘Soit oun objet. /... raisonnement...] On a ’énoncé P,.
On a alors la généralité Vx, P,.

On observera un parallele entre ces deux cadres, chacun ouvrant un certain “contexte” (en un
sens informatique) :

» celui de la supposition permet d’affirmer 1’hypothése supposée ;
» celui de I’évocation générale donne sens au symbole évoqué.

(A vrai dire, nous pourrions nous passer de cadres pour les évocations, 1’objet évoqué pouvant en
effet continuer a vivre sans nuire au bon déroulement du jeu. Il nous parait cependant plus sain,
plus slir pour nos étudiantes de le maintenir dans un premier temps.)

3.2. Théorémes et preuves — [ commandement de la mathématique

Outre son role de garde-fou, la notion de cadre livre une définition simple des théorémes :

sera théoréme chaque énoncé qui est affirmé EN DEHORS DE TOUT CADRE a la fin d 'une
suite d’actes de notre jeu, ladite suite s ’appelant alors une preuve dudit théoreme.

— Munies de cette définition et des six régles claires et simples ci-dessus, nous pensons nos
étudiantes bien armées pour respecter au mieux le commandement suivant :

1 : CE QUE TU AFFIRMES, TU L ’AURAS PROUVE — SINON TU LE TAIRAS.

Ce premier commandement de la mathématique est un guide aussi ferme que précieux pour
éviter le premier écueil de notre introduction : les affirmations sans preuve.

Une nuance de taille cependant : ce commandement est a prendre en compte uniquement en
phase FINALE de rédaction. Pendant votre phase exploratrice, tenez-le a distance — comme un
horizon — afin de rester libre, spontanée, et créatrice !

— Notre tableau récapitulatif comporte tout en bas a droite une régle d’affirmation gratuite, ce
qui semble déroger a notre commandement... Commentons cette dérogation.

3.3. Affirmer sans preuve ? CHOISIR des axiomes

I1 semble difficile de commencer a jouer sans régles permettant la moindre affirmation. C’est 1a
qu’intervient la regle exceptionnelle permettant d’affirmer SANS PREUVE certains énoncés, alors
qualifiés d’axiomes.

3 nous empruntons la terminologie 4 René CORI, ¢f. Cori, R. (2013)
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Insistons-y, quitte a nous répéter :

les axiomes NE tombent PAS d’un ciel platonicien sous le coup d’un décret métaphysique,
auréolés d’une divine nécessité : c’est NOUS qui en décidons, de facon ECLAIREE et MOTIVEE
(et, méme si nous y croyions, AUCUNE croyance ne saurait étre imposée a nos étudiantes).

— Par exemple, la réflexivité de 1’égalité (Vx, x = x) peut étre prise comme axiome, tout comme
sa symétricité ou sa transitivité — nous les avons d’ailleurs toutes trois utilisées lors de notre mise
en scene (§ 1.4). De méme, chaque prédicat P singulaire donne lieu a 1’énoncé « P ne distingue
pas deux objets égaux », formalisable en Vx, Vy, x =y = (P,= P,), que ’on peut décider ou
non d’ajouter a nos axiomes. Il serait peu raisonnable de ne pas le faire, vu les attendus intuitifs
d’une relation d’égalité (méme si ces énoncés sont prouvables en théorie des ensembles ou
1’égalité peut étre définie par double-inclusion).

Un autre exemple d’axiomes sont ceux spécifiques a telle ou telle théorie mathématique : le
principe de récurrence (utilisé dans notre mise en scéne) peut &tre vu comme un axiome
arithmétique, le cinquieéme postulat d’Euclide comme un axiome de la géométrie euclidienne,
I’existence d’une borne supérieure comme un axiome dans certains ensembles ordonnés (par
ex. R), la commutativité¢ des symétries comme un axiome dans un groupe abélien, 1’existence de
I’infini comme un axiome ensembliste. ..

— Une derniére classe d’axiomes nous intéressera tout particuliérement.

— Regardons par exemple 1’implication P = P lorsque P est 1’énoncé « il pleut ». Elle s’énonce
alors « pas de pluie sans pluie », ce qui est une authentique vérité de LA PALISSE, du méme ordre
que « Martha est Martha» dont le contenu “boucle”. Il s’agit donc [ittéralement d’une
tautologie, au sens étymologique de dire la méme chose : tautos = méme, logos = dire. Si I’on
remplace maintenant P par n’importe quel énoncé, I’implication P = P demeure tautologique. Il
en sera de méme des implications de la forme P = (F' = P), dont une instance serait par exemple
« 8’1l pleut, alors pas de feu sans pluie », et qu’il ne nous nuira pas de pouvoir affirmer. Un
dernier exemple serait le schéma [a = (b = ¢)] = [(a = b) = (a = ¢)], plus compliqué a formuler
littéralement mais qui exprime tout simplement la transitivité (attendue) de 1’implication.

us géné u uv ser u in ré i u i otentielles

Plus généralement, nous pouvons créer un certain réservoir de tautologies potentielles, dans
lequel nous choisirons celles avec lesquelles nous aurons le droit de jouer (selon par exemple la
logique désirée — classique, intuitionniste, naturelle, minimale...). Un exemple de tel réservoir
peut étre constitué par les “propositions” formées a ’aide

i) de deux énoncés singuliers (le tautologique T et le contradictoire L),

ii) de “coquilles vides”, destinées a étre remplacées, instanciées,

iii) des connecteurs logiques usuels (implication =, équivalence <,
négation —, conjonction &, alternation V).

La logique classique décrétera alors tautologique chaque proposition dont la table de vérité
renvoie toujours la valeur T quelles que soient les valeurs (T ou L) attribuées aux coquilles
vides.

Ce décret présuppose de disposer au préalable des tables de verité de chaque connecteur,
lesquelles doivent étre CHOISIES par nos soins, avec discernement, motivées —en aucun cas
imposées dogmatiquement. Nous renvoyons la lectrice aux présentations classiques de ces
derniéres (a 1’origine dues a POST et WITTGENSTEIN), leurs détails n’étant pas le cceur de notre
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message. Nous I’incitons cependant a éprouver la langue en vérifiant que les trois tautologies
données en exemple (dont P = P) sont bien... tautologiques.

Voici quelques exemples de tautologies classiques, ou chaque lettre en italique est une
instanciable (“coquille vide™) :

I’équivalence ~(AVB) © (—4 & —B) attribuée a DE MORGAN ;
I’équivalence “Eo(E=1) pouvant “définir” la négation ;
I’implication [(A=>p)=>A4]=4 (loi de PIERCE) ;

’alternation EvV—E (principe du tiers exclu) ;
I’implication —P=P (¢limination de la double-négation) ;
I’implication Cu=>-v)y=>wW=v) (principe de contraposition) ;
I’implication “p&qg=>pV g (loi “existentielle” de DE MORGAN).

— Finissons par un aparté nuangant la difficulté signalée en ouverture de ce § 3.3. En réalité,
méme sans axiome, il reste possible de jouer et prouver des théoréemes grdce aux affirmations
permises au sein des cadres de supposition. Nous invitons la lectrice a établir par ex. nos trois
premiceres tautologies P=>P, P=(F=>P) etla=(b=>c)]= [(a=b)=(a=c)], ainsi que
interversion de quanteurs identiques (Vx, Vy, BY) = Vy, Vx, BY (ou V est un quanteur et B
un prédicat binaire) ou encore la factorisation (Vx, [E = P.]) = (E = [Vx, P.]) ou E désigne un
énoncé et P un prédicat singulaire. La loi de PIERCE semble toutefois inatteignable par ces seuls
moyens et une question émerge alors, a ce jour irrésolue : quelle partie des théorémes de la
logique prédicative munie du seul connecteur = notre jeu prouve-t-il ? Qu’est-il en introduisant
la négation —F par ’implication £ = | ? Et sans quanteurs ? Autant de perspectives a explorer.

3.4. Tautologies ou raisonnements naturels ?

Nous avons dans notre mise en scéne (§ 1.4) usé d’un raisonnement par double-implication, qui
peut s’énoncer sous la forme de la REGLE suivante :

« de I’affirmation de deux implications 4 = Bet B = A4
pouvoir affirmer I’équivalence 4 < B ».

Or cette régle ne fait clairement pas partie de celles du jeu : pourquoi donc ce dernier la
VALIDERAIT-elle ? 11 suffit simplement d’invoquer la tautologie (A=B) = [ (B=A) = (A=B) ] et
d’utiliser deux fois la régle du modus ponens.

— Voyons un autre exemple dans le détail en testant notre manuel sur 1’équivalence
—(3dx, P,) & Vx,—P. (loi de DE MORGAN généralisée).
Raisonnons a nouveau par double-équivalence.
Supposons 1’absence —(3x, P,) et montrons les négations Vx, —P,.
Soit o et prouvons la négation —P,, ¢ad I’implication P, = L.

Supposons P, : on a alors 1’hypothése P,, d’ou I’existence dx, P,, laquelle livre avec
I’absence supposée le contradictoire 1, QED.
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Supposons a présent les négations Vx, —P, et établissons la négation —(3x, P,), ¢ad
I’implication (3x, P,) = L.

Supposons I’existence dx, P, et soito tel que P,: nous pouvons alors affirmer
I’hypothéese P, . Spécialiser en o notre hypothese-négations fournit par ailleurs la négation —P,,
d’ou a nouveau une contradiction, CQFD.

— Les quatre actes et les six régles tournent ici a merveille, et notre jeu est aussi fluide que
limpide. C’est, nous avons la faiblesse de le croire, /’aspect convivial de notre manuel qui
transparait ici. (Nous encourageons d’ailleurs la lectrice a apprécier davantage cette convivialité
en établissant un quelconque énoncé prédicatif considéré classiquement valide.)

Il resterait toutefois a mobiliser quelques tautologies pour valider :

a) le raisonnement par double-équivalence (nous 1’avons déja fait) ;
b) notre “définition” de la négation "E < (E = 1) ;
¢) la déduction de I’absurde L a partir d’une contradiction, ¢ad d’un énoncé et de sa

négation — mais c’est précisément le sens direct = de 1’équivalence précédente (le sens
réciproque < suffisant d’ailleurs a établir chaque négation).

— Les tautologies apparaissent ainsi dans notre manuel surtout comme des moyens peu naturels
de valider des raisonnements “naturels”. Etablir lesdites tautologies est ainsi la part “bureau-
cratique”, le prix a payer pour le coté convivial. Nous pensons que cette bureaucratie est une
bonne école pour nos ¢étudiantes afin qu’elles s’approprient (ou rejettent !) les raisonnements
qu’elles désirent utiliser, les poussant a questionner et fagonner leurs outils, développant ainsi
leur autonomie.

Une alternative — sans tautologies — serait d’augmenter le nombre de régles afin d’en disposer
immédiatement, en court-circuitant la bureaucratie. De fait, notre collégue Philippe LE MOULT a
décliné notre manuel avec VINGT ET UNE regles du jeu: ses étudiantes pouvaient alors user
spontanément de la déduction naturelle, par exemple pouvoir affirmer une conjonction quand
I’on a affirmé chacun des énoncés conjoints.

— Notre parti a ét¢ de pousser au maximum la réduction des régles, chacune étant motivée et
consacrée par L'USAGE ainsi que L4 LANGUE. La lectrice saura trouver 1’équilibre entre régles et
tautologies qui conviendra a son enseignement.

4. Et la définition dans tout ca ?

« Il faut voir les définitions [...] comme des conventions superflues
d’abréviations notationnelles. [...] La forme dans laquelle on exprime une
définition est sans importance, tant qu’elle indique la maniere de I’¢éliminer. »

Willard V. O. QUINE, Du point de vue logique (« V — Nouveaux fondements »)

Il semble impensable de pratiquer la mathématique — ou toute activité philosophique — sans la
possibilité de saisir, cerner, nommer, appeler, qualifier, abréger, noter... bref : sans pouvoir
definir. (Nous avons de fait déja usé de la définition dans notre mise scéne : la lectrice 1’avait-
elle repéré ?)

Au-dela des considérations épistémologiques et historiques sur ce que permettent les définitions
ou les concepts qu’elles créeraient, la conception quinienne de la définition exposée en citation
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nous parait limpide, concise (nous ne saurions mieux formuler la notre) et collant a 1’usage :
nous 1’adopterons donc.

— Bien que la pratique mathématique ne sera passera jamais d’abréviations ou de définitions,
ces dernicres sont théoriquement dispensables. Et cette dispensabilité théorique nous permet de
mettre I’acte définir bien a part des quatre actes du jeu de preuve, la définition pouvant intervenir
transversalement, dans n’importe quel contexte dans ou en dehors du jeu.

4.1. Définir OU BIEN évoquer : que « soit » soit clair

Il y aurait bien des choses a dire a nos étudiantes en vue de clarifier leur pratique de la définition.
Nous signalerons uniquement celles en lien direct avec le jeu de preuve stricto sensu, a savoir
avec les évocations.

» La premicre chose est une remarque et un rappel : dire « soit o un objet », c’est en quelque
sorte dire « soit un objet, nommons-le o », ¢ad c’est d’abord “évoquer-en-un-sens-trés-strict”
puis définir-nommer. Cette vue de 1’esprit permet de bien voir que

nous gardons /’entier contriole du NOM de I’objet évoqué.

Elle n’en reste pas moins qu'une vue de I’esprit, au sens ou séparer en pratique les deux actes
mis au jour nous semble non pertinent. (La lectrice formulera une remarque analogue pour les
évocations spéciales.)

» La seconde chose est une précaution d’hygiene, analogue a celle de ne jamais donner un nom
déja attribué auparavant, en vue d’éviter les confusions avec les évocations :

ne pas utiliser « soit » pour définir

(dans le méme esprit, on évitera ’ambigiiité¢ du « soit » de reformulation — « a savoir », « ¢’est-a-
dire », « en d’autres termes » — ainsi que celui de la disjonction exclusive — « ou bien »).

Afin de faire clairement allusion aux « abréviations notationnelles » de QUINE, nous suggérons
les verbes « noter », « abréger », « appeler », « nommer ». Lesquels, d’ailleurs, avons-nous
employés dans notre mise en scéne ?

» Une troisieme chose est de signaler des exemples typiques de la confusion précédente.
Prenons la formulation suivante (nous soulignerons en ondulé les parties problématiques) :
« soit un espace vectoriel de dimension z ».

Est-ce que I’on évoque un espace vectoriel en imposant sa dimension, le symbole »n ayant déja
recu du sens auparavant ? ou bien évoque-t-on d’abord un espace vectoriel puis définit-on
ensuite sa dimension ? Le contexte devrait lever I’ambigiiité mais la recherche de 1’introduction
préalable du symbole n peut s’avérer fastidieuse, surtout s’il faut remonter loin — et ce encore
plus lorsque leditn n’a jamais été introduit! C’est pourquoi nous pensons préférable de
reformuler la seconde interprétation en

« soit un espace vectoriel DONT ON NOTE d la dimension ».

De manic¢re analogue, on rencontre souvent dans des énoncés ou des corrigés certaines
formulations visant a énoncer ou établir des théorémes portant sur des listes de réels. Par
exemple :
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« soient xi, ..., x, des réels » ou « SOIt (X1, ..., X) € R" ».

L’intention s’éclaire avec 1’habitude : le nombre n désigne la longueur de la suite évoquée et les
réels xi, x2, ..., x, ses coordonnées. Cette clart¢ superficielle cache cependant nombre de
problémes entretenant autant de confusions chez les étudiantes. Voici une formulation sans
détour qui, a notre humble avis, les évite toutes :

«soitn € N, soitv € R"»

(la premiére évocation étant bien sir superflue si le symbole n a été introduit au préalable). Les
coordonnées sont alors simplement les images des entiers de 1 a n par 1’application v, images
notées séquentiellement en indexant les arguments — ¢ad v; pour chaque argument i € |1, n].

Enfin, dans le cas des espaces vectoriel de petite dimension, il est usuel de nommer les
coordonnées des vecteurs évoqués, par exemple « soit (a, b) € R?». Cette formulation parait
évoquer deux réels, alors que nous parlions d’évoquer um vecteur: on lui préférera par
conséquent 1’évocation-suivie-d’une-définition

« soit v € R? dont on note a et b les coordonnées respectives ».
Nous proposons méme, afin d’alléger les notations, de fusionner ce qui précede en
«soitv=: (a, b) € R* »,

la place des «:» par rapport au symbole d’égalité signalant clairement ou se situe le
definiendum. Cette fusion s’écarte finalement peu de I'usage « soit (a,b) € R’» tout en y
clarifiant définis et évoqués : pourquoi ne pas 1’adopter ?

» Une dernicre chose concerne les définitions telles que I’on les trouve exposées dans les cours,
avec un paragraphe consacré bien a part et s’ouvrant généralement par un « Définition : ... ».

Prenons un exemple :

« Définition. Soit n un entier : on appelle diviseur de n chaque
entier d pour lequel il y a un entier o tel que n = do »

(variante : « Soient m et d des entiers : on dit que d divise m s’il y a... »).

Que viennent donc faire des évocations (« Soit n », « Soient m et d ») dans ce cadre HORS jeu, ou
il n’est pas question de prouver mais de définir ?

L’intention est la méme que celle, dans le jeu de preuve, des évocations générales : viser une
geénéralité, ¢ad pouvoir in fine remplacer le symbole évoqué par chaque objet de notre choix.
(La “généralité¢” dans le cadre d’une définition n’est toutefois plus un énoncé mais un caractere :
celui de la portée — générale — de I’acte définissant).

Par exemple, dans notre mise en scéne (§ 1.4), nous avons défini juste avant d’annoncer notre
récurrence : « Pour chaque objet &, abrégeons Eo 1’égalité so =C». C’était une
maniére — locale —de définir comme dans un cours: « Soit<$ un objet: on note Eo
I’égalité so = C ».

La lectrice voudra bien se reporter a la citation de QUINE qui ouvrait ce § 4.1 pour éclairer en
quoi ces définitions “de cours” sont bien... des définitions.
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4.2. Grammaire des objets : individus, évocables, mutifiables

Comment dans le discours mathématique les objets “naissent”-ils ? Autrement dit : comment les
symboles qui les désignent — leurs noms — apparaissent-ils pour la premicre fois, ¢ad sont-ils
introduits ? Y répondre passe par I’observation de L 'USAGE des ACTES portant sur LES OBJETS.

Or nous avons a présent fait le tour de ces actes : il est temps d’en tirer lecon.
Afin d’alléger notre discours, nous nous autoriserons a éluder « symboles de ».
Un objet :

@ ou bien “nait” d’une définition, ¢ad d’une abréviation (théoriquement dispensable) ;

@ ou bien “nait” lors une évocation, ce qui le destine rétrospectivement
a étre évoqué, destin le qualifiant ainsi d’évocable ;

® ou bien était DEJA LA, étant un “individu” de la théorie mathématique
ambiante (I’entier nul 0 en arithmétique, I’ensemble vide & en théorie des
ensembles, la permutation identité Id en théorie des symétries...) ;

@ ou bien est PURE CHIMERE, son nom étant un symbole MUET utilisé par ex. dans une
quantification (Vm, P, ou Im, P,) en dehors de laquelle il n’a AUCUNE SIGNIFICATION.
Au passage, sa mutification (ici par un quanteur) le qualifie rétrospectivement de mutifiable.

Insistons sur cette aspect chimérique, cette localit¢é du sens, avec [’exemple
simple Vr € R, 72 >0, lequel exprime la positivité du carré de chaque réel. La reformulation
« chaque réel est de carré positif » ne met en jeu AUCUN symbole d’objet : ni » ni aucun autre
symbole muet. Le symbole r ne dénote donc personne dans 1’absolu, il n’a AUCUN sens global.

— Rappelons ici une importante mise en garde effectué¢e plus haut (§ 2.1): les notions de
« sens », « naissance », « chimere » ou de « déja la » sont autant de “guides intuitifs”, dont on ne
gagnerait rien a préciser la signification ultime. Leur visée est éminemment psychologique,
pédagogique.

— Notre grammaire fait ainsi ressortir TROIS types d(e symboles d)’objets :
individus, évocables, mutifiables.

Chacun a un usage bien spécifique, qui a d’ailleurs motivé sa distinction et son nom. Ces
“atomes” permettent en retour de construire a I’aide d’opérations les termes des prédicats, ¢ad ce
dont ils parlent ; en les reliant ensuite ces termes via des relations, on obtient les premiers
prédicats ; mélanger avec les connecteurs et les quanteurs livre enfin tous les prédicats, dont les
énoncés. L’ADN de ces derniers a donc pour “bases” les trois catégories grammaticales d’objet
mises au jour.

— Cette connaissance grammaticale — répétons-le — résulte d’une simple observation des usages
du discours mathématique relatifs aux objets, en particulier de /’évocation et de la définition.
Voyons a présent comment elle va permettre a nos étudiantes d’éviter le second écueil signalé en
introduction, de leur épargner ce « sacrifice du sens » dénoncé par Stella BARUK (cf. par exemple
Baruk, S. (1993, p. 46) et Baruk, S. (2006, p. 20)).

4.3. De la bonne INTRODUCTION des objets — II' commandement de la mathématique

Lorsque nous PARLONS d’un objet, nous usons d’un symbole pour le désigner — son nom. Il se
peut que ce dernier n’ait pas été introduit proprement : ce symbole erre alors probablement,
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insensé (littéralement dénué de sens), et 1’objet visé est au mieux une CHIMERE (cas @ ci-dessus).
Tel est le second écueil que nous annoncions en introduction.

Or la conséquence majeure de 1’analyse génétique des énoncés (§ 4.2) est un plein phare sur cet
écueil. Ce phare s’érige en le commandement suivant, qui vise a traquer les symboles
“errants”, dénués de sens :

II : CE DONT TU PARLES, TU LUI AURAS DONNE SENS AU PREALABLE — TOI OU AUTRUIL.
Ce don de sens, cet acte « donner-sens est un “acte de naissance”, lequel peut étre
® ou bien DEFINITION @ ou bien EVOCATION

suivant la numérotation de notre analyse. Ainsi explicité, et avec la méme réserve que pour le
premier (2 garder comme horizon pour la rédaction finale uniquement), notre second
commandement vise une hygiéne irréprochable quant au SENS des OBJETS :

un symbole d’objet aura regu du sens, une signification, a la condition
expresse d’avoir été introduit proprement, ¢ad ou bien DEFINI ou bien EVOQUE.

— « Et les individus ? Et le cas @ ? », interpellera la lectrice perspicace. En effet, méme les
objets « DEJA LA » ont (eu) un acte de naissance. Cette derniére a lieu pendant la constitution du
langage de la théorie étudiée, ou I’on décrete alors : « tel symbole dénotera tel individu, telle
opération ou telle relation ». Nos étudiantes sont en pratique confrontées presque TOUJOURS aux
deux premiers cas et nous pensons inutile de leur détailler le cas par décret.

En revanche, & nous enseignantes d’avoir une vision LIMPIDE de ’analyse génétique sus-
décrite (I’article Le Moult, P. (2024) pourrait y aider) afin de maitriser la dernicre introduction :

le don de sens @ par DECRET.

4.4. Le cas des symboles muets

Nous I’avons vu au cas @ ci-dessus: les quantifiés font génétiquement partie de notre
grammaire. 1 est par conséquent impossible de jouer pleinement sans symboles muets.

Toutefois, tout comme la définition est transverse a notre jeu, il y a pléthore d’AUTRES symboles
muets, tous non intrinsequement liés a notre jeu et théoriquement dispensables. Certains viennent
avec les ensembles (description par image directe, par compréhension ou séparation), avec les
applications (familles indexées, assignation —, tendances, limites), ou encore avec les définitions
et evocations locales (cf. § 3.1 sur les portées).

La lectrice observera, dans chacun de ces cas, la présence d’un “opérateur” qui mutifie le
symbole considéré (ou plutot : toutes ses occurrences) et aucun autre. La régle est alors simple
pour éviter les symboles muets errants :

chaque symbole muet doit avoir son mutificateur EXCLUSIF.

Suivant I’esprit des définitions & invocations locales, nous pourrions étendre localement notre
second commandement et inclure ainsi

le don de sens LOCAL @ par MUTIFICATION.

(A ce titre, nous pourrions étre tentés de voir chaque €vocation comme une mutification — le
mutificateur associé étant le « soit » de ladite évocation. En effet, le nom de I’objet évoqué peut
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toujours étre changé uniformément sous la portée de 1’évocation sans en affecter la preuve, ce
qui le frappe du sceau du mutisme. Or cela n’est concevable qu’une fois la portée close, qu’une
fois la preuve achevée, “morte” : ['usage de la pratique vivante doit donc nous en prévenir.)

— Une derniére précaution — et non des moindres. Il est un usage trés courant (et trés toxique) de
confondre existence et évocation, comme dans I’exemple suivant :

« Les entiers 5 et 42 sont étrangers, donc il y a deux relatifs a et b tels
ue S5a +42b = 1. L’un deux doit alors étre négatif ».

Nous croyons avoir introduit proprement les nombres a et b (ce qui permet de continuer a en
parler) alors que leurs symboles sont MUETS dans la premicre phrase, sa conclusion pouvant en
effet se reformuler en 1’affirmation :

«onalexistence Az€Z, A€Z, 5z+420=1 ».

Cette existence délimite de fait /a portée des symboles muets en jeu, laquelle ne saurait dépasser
la fin de la phrase ou est affirmée ladite existence. Nos symboles a et b sont ainsi mutifiés au
sein de la premiére phrase : pourquoi diable se mettraient-ils a parler dans la seconde ?

L’illusion est pernicieuse car le mal est indolore a court terme, le danger étant a long terme la
perte du controle du sens. Le reméde est simple et consiste a acter 1’évocation spéciale en jeu :

« ... 1y a deux relatifs a et b tels que 5a + 42b = 1. Soient de
tels relatifs. L’un deux doit alors étre négatif ».

Le second commandement est ainsi respecté et nous pouvons continuer a jouer en toute sérénite.

5. Ouvertures

5.1. UNE ou DEUX évocations ?

A T’origine, notre évocation générale s’appelait « évocation » tout court. Quant a 1’évocation
spéciale, laquelle apportait une mise au point sur le discours mathématique qui—a notre
connaissance — était nouvelle, elle méritait a nos yeux son vocabulaire spécifique : convocation ?
appel ? commande ? création ? obtention ? Cela nous aurait épargné deux noms a rallonge et
deux verbes associés maladroits.

En sondant notre entourage, un ami (Rémy OUDOMPHENG) nous a objecté ne pas se reconnaitre
dans les usages que nous décrivions. Selon lui, la régle d’élimination des existences était la
suivante (ou £ désigne un énoncé et P un prédicat singulaire) :

pouvoir affirmer I’énoncé E a partir des affirmations de
I’existence x, P, et de la généralité¢ Vx, (P, = E).

Cette conception, ou il n’y a qu’une seule évocation « soit », est bien sir entendable et nous
tenions a la présenter. Sa possibilité a d’ailleurs contribué a notre décision de garder, en fin de
compte, le méme substantif « évocation » pour unifier deux actes que notre jeu distingue et que
la lectrice pourrait opter de confondre.

— Pour défendre notre point de vue, en particulier /a convivialit¢ de notre manuel de régles,
nous devons exprimer que la regle ci-dessus ne nous parait pas particuliérement conviviale.
Comment d’ailleurs se convaincre, intuitivement, de sa validité sans (la lectrice détaillera) passer
par un témoin de I’existence en lequel nous spécialiserions la généralité pour pouvoir enfin
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appliquer un modus ponens ? L’évocation spéciale permet précisément cela, et en des termes
identiques : I’intuition se coule dans le jeu, ce qui est a nos yeux autrement plus convivial.

5.2. Mais ou sont passées les “variables” ?
« Sire, répondit LAPLACE, je n’avais pas besoin de cette hypothése. » (Frangois ARAGO?)

La lectrice 1’aura sans doute remarqué : notre exposé a soigneusement évité le recours a ce mot,
traditionnellement si ancré dans la description de la syntaxe mathématique.

Nous avons certes flirté¢ lors de notre mise en scéne avec la constance, occasion de rappeler
I’origine temporelle de I’argument des applications, elle-méme issue de la physique. Or ce
dernier domaine sort complétement de notre compétence et est, a notre humble connaissance,
aux antipodes de notre démarche visant la clarté par [’observation de |'usage. La variabilité et la
constance sont des notions en effet beaucoup trop fluides pour que 1’analyse de leur usage ne les
morcellent en autant de fragments que de cas seront a distinguer. Un exemple parmi d’autres :
quand 1’on prouve une généralité a I’aide d’une “variable”, celle-ci doit d’abord étre “fixe” (afin
de pouvoir en parler) voire “fixée” (mais autant alors parler tout de suite de “fixable™) puis
devenir muette (une fois “gobée” par un quanteur V).

— Le seul point sur lequel nous pensons mettre tout le monde d’accord est de ranger les
individus parmi les “constantes” et les mutifiables parmi les “variables”.

Quant aux évocables, notre derniére concession sera de les voir comme des “variables
localement constantes” ou des “constantes ‘futurement’ variables”, la constance s’appliquant le
temps du discours usant d’un tel évocable. La “variabilit¢” quant a elle apparait apres le
discours, disons la preuve d’une généralité, quand 1’on voudra spécialiser ladite généralité ; or il
s’agira alors non pas de varier (le propre d’une vari-able, nous dit le frangais) mais d’étre
remplacée, substituée, instanciée. La langue cesse ici de décrire ’usage, causant chez nos
¢tudiantes une insidieuse sélection naturelle qu’il incombe a nous, enseignantes, de déjouer.

Nous devons en prendre acte :

la notion de “variable” n’est pas pertinente pour notre démarche
qui est de décrire, tout en respectant la langue, L USAGE
DE LA PRATIQUE DU DISCOURS MATHEMATIQUE.

Elle demeure cependant un excellent guide intuitif de par son passé issu de la physique et les
intuitions qu’elle porte. Ne la jetons donc pas avec 1’eau du bain : constatons simplement que son
usage, sa “ligne de force”, n’a pas la puissance structurante visée par notre approche.

Conclusion

Derriére un habillage voulu convivial, nous empruntons évidemment beaucoup a la logique
formelle. Voici toutefois quelques points qui nous semblent dignes d’attention.

» des ACTES au lieu d’énoncés. [’emphase mise sur les actes permet de ne plus voir les
preuves comme certaines suites d’énoncés mais comme certaines suites d’ACTES, un énoncé
s’identifiant alors a son affirmation (ou comment plonger les énoncés dans notre jeu).

* anecdote rapportée par Victor HUGO dans Hugo, V. (1913, p.271). Précisons par précaution que notre
comparaison vise exclusivement Dieu et la variable (plus précisément : la croyance en leur nécessité) : ni
LAPLACE ni la lectrice ni Napoléon ni I’autrice de cet article ne sauraient étre impliquées.
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» nommer & régir ’évocation. Il manquait un NOM pour désigner 1’acte correspondant a la
demande (intuitive) a pouvoir DISPOSER d 'un objet. Ainsi qu’une REGLE (ou plusieurs) donnant /e
droit d’EFFECTUER ledit acte.

» convivialité des cadres . Quand I’on veut établir une implication, les suppositions et

sous-jacents s’intégrent naturellement au discours, tant formellement qu’informellement,
et gerent de facon plus commode les “décharges d’hypothése”. Par ailleurs, un théoréme se
décrit simplement comme un énoncé affirmé HORS CADRES.

» évocables & mutifiables. Mettre au jour et nommer ’acte EVOQUER améne de fait la
distinction entre évocables et mutifiables, tuant ainsi dans 1’ceuf les confusions venant avec la
notion de “variable”.

P acter I’évocation spéciale. Quand le discours affirme une existence, acter I’évocation en jeu
permet d’introduire proprement “I’’objet “existant”, nous évitant ainsi le miracle de faire parler
des symboles muets. En forcant un peu le trait, cela pourrait donner :

« Il y aun réel dont le carré vaut 7 ? Tres bien : soit un tel réel ! On peut alors en parler ».
L’assistant de preuve YALEP déja mentionné (§ 1.2) nous semble exemplaire a cet égard.

P fixer; définir; INTRODUIRE. Nous avons longtemps cherché un verbe convivial pour 1’acte
« donner sens », qui engloberait et 1’appellation-définition et 1’évocation, tout en respectant la
conception quinienne de la définition (ce qui exclut le candidat « définir ») ainsi que notre
souhait de ne pas user du champ lexical de la fixité (aucun individu n’a besoin d’étre “fixé” pour
étre tout court). Le verbe « introduire » a fini par s&ntreduire apparaitre dans nos pensées et s’y
imposer naturellement.

Peu apres, un étudiant nous parlait de notre collégue Christophe BERTAULT et de son Petit
manuel de bonne rédaction. Quelle ne fut notre (agréable) surprise d’y voir utilisé le verbe
« introduire », tandis que son auteur poussait loin le champ lexical de “vivre/mourir” pour
décrire les portées. Un bref échange mail courant 23 a rapidement écarté les stériles questions de
maternité intellectuelle, M. BERTAULT souhaitant avant tout la libre circulation des idées
pédagogiques — d’ou qu’elles provinssent. C’est dans cet esprit que nous signalons sa page
personnelle https://christophebertault.fr/, en particulier le chapitre Raisonner, rédiger.

» » les deux commandements de la mathématique <« <«

Notre jeu de preuve est un outil forgé pour déceler, formuler et éviter les deux principaux écueils
de notre introduction. Sa grammaire a été¢ développée suivant trois axes auxquels nous tenons
fermement : ['usage de la pratique mathématique (du moins celle portée a notre connaissance),
nos propres guides intuitifs, le respect enfin de la langue, du sens, si cheres a Stella BARUK.

Nous espérons que la fidélité a ces trois axes aura permis de délivrer a nos étudiantes un outil
convivial, les aidant a naviguer plus siirement dans les eaux mathématiques afin de partir
sereinement a la découverte d’autres terres.

1 : CE QUE TU AFFIRMES, TU L ’AURAS PROUVE — SINON TU LE TAIRAS.

Il : CE DONT TU PARLES, TU LUI AURAS DONNE SENS AU PREALABLE — TOI OU AUTRUIL.

Ne pas compléter le pied de page

22


https://christophebertault.fr/
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